
Zur Erkennbarkeit unvollstandiger Muster

Wolfhard Schlosser

Einleitung

Die Ergebnisse empirischer Wissenschaften basieren meist nur auf ,Stichproben', wie 

die Statistik dies nennt. Sie sind also durch Daten gekennzeichnet, die lediglich einen 

Teil der urspriinglichen Realitat darstellen, der so genannten ,Grundgesamtheit'. Gerade 

in der Archaologie hangt die Entdeckung eines Fundes oder Befundes von vielen Zufal- 

ligkeiten ab. So kann eine BaumaEnahme oder Befliegung die Entdeckung fordern, wah- 

rend die Bodenerosion andererseits ein ehedem prominentes Objekt schon langst ver- 

nichtet haben mag. Je grbfier die Flache ist, uber die sich eine urspriinglich koharente 

Struktur erstreckt, desto starker wirkt diese Zufalligkeit. Findet der Archaologe einige 

Pfostenldcher, die dem Grundriss eines vorzeitlichen Hauses zugeordnet werden kbn- 

nen, so wird er im Regelfall dieses Muster auch vollstandig durch eine archaologische 

Ausgrabung erfassen. Seine Erfahrung sagt ihm namlich, dass dieses Haus nicht langer 

als einige zehn Meter sein wird, der Aufwand sich also in ertraglichem Rahmen halten 

dtirfte. Erstrecken sich vergleichbare Funde hingegen fiber viele Kilometer, so muss 

davon ausgegangen werden, dass vieles unentdeckt bleibt (oder inzwischen zerstbrt 

wurde), ein moglicherweise zugrunde liegendes Ordnungsmuster also nur partiell er- 

kennbar wird.

Grundsatzlich sollte die Existenz solcher Muster nicht in Frage gestellt werden: die 

Kustenwiisten Siidamerikas zeigen zur Geniige, dass derartiges existiert. Kilometerlange 

Liniensysteme sowie riesige Abbildungen von Spinnen und Affen belegen dies hinrei- 

chend (Nazca). Das Klima und die intensive Bodenbearbeitung in Mitteleuropa diirften 

aber vergleichbare Muster bei uns auf sparliche Rudimente reduziert haben, die sich 

alienfalls nur auf simple geometrische Figuren iiberpriifen lassen. Damit beschrankt 

sich das in diesem Aufsatz behandelte Problem auf die folgende Frage:

Gegeben seien n Objekte in der Landschaft, fur deren Anordnung man ein relativ ein- 

faches geometrisches Grundmuster vermutet. Welche geometrischen Gebilde sind als 

Deutung dieses Grundmusters vertretbar, und welche nicht?

Es wird sich zeigen, dass bei einfachen Figuren eine Antwort auf diese Frage existiert, 

die auch praktikabel ist. Ebenso wird deutlich, dass der Nachweis etwas komplexerer
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geometrischer Systeme eine deutlich grbEere Anzahl von Objekten erfordert, als ge- 

meinhin angenommen wird, oder sogar unmbglich ist. Es sollte dann nicht mehr vor- 

kommen, dass selbst archaologische Fachzeitschriften Deutungen publizieren, bei 

denen die Anzahl der hinein interpretierten geometrischen Elemente vergleichbar ist 

mit der Zahl der zugrunde liegenden Punkte (Kerner 2004): 27 Geraden und sechs Kreise 

durch 50 Steine bzw. Steingruppen.

Freiheitsgrade einer geometrischen Figur

Der Begriff des Freiheitsgrades (FG) ist grundlegend fur viele Bereiche der Physik und 

Mathematik. Ein Punkt im Raum hat drei Freiheitsgrade oder unabhangige Bestim- 

mungsstticke, denn er kann seinen Ort in der x-, y- und z-Richtung frei einnehmen. Wird 

der Punkt zum Kbrper (zum Beispiel zu einem unregelmaEig geformten Stein), so hat er 

sechs Freiheitsgrade, denn zu seinem Schwerpunkt (drei Freiheitsgrade) kommt noch 

eine Richtung hinzu, beispielsweise die vom Schwerpunkt zum davon entferntesten Teil 

des Kbrpers. Das ergibt zwei weitere Freiheitsgrade, denn diese Richtung hat ein Azimut 

und eine Elevation. SchlieElich kann sich der Stein noch um die so definierte Achse dre- 

hen-sein sechster Freiheitsgrad. Dieser Begriff der Freiheitsgrade lasst sich auch auf 

zweidimensionale geometrische Figuren tibertragen, von denen im Folgenden die Rede 

sein wird.

In der Ebene (und hier ist an die Erdoberflache zu denken) hat ein Punkt zwei Frei

heitsgrade, namlich seine beiden GauE-Kruger-Koordinaten oder die geographischen 

Koordinaten X. und 0. Ein Kreis hat drei Freiheitsgrade, namlich seinen Mittelpunkt (2 FG) 

und den Radius (1 FG). Ein allgemeines Dreieck besitzt sechs Freiheitsgrade, die auf ver- 

schiedene Weise bestimmt werden kbnnen. Man kann entweder von den drei Eckpunk- 

ten des Dreiecks ausgehen (3x2 FG = 6 FG), oder aber von seinem Schwerpunkt (2 FG), den 

drei Seitenlangen (3 FG), sowie dem Winkel etwa der langsten der drei Seiten gegen eine 

Bezugsrichtung (1 FG). Auch hier ergibt sich 2+3+1 = 6. Entsprechend ergibt sich, dass 

eine Strecke oder ein Quadrat vier Freiheitsgrade haben, ein Rechteck oder eine Ellipse 

fiinf. Die Tabelle 1 fiihrt einige Beispiele dazu auf.

Tabelle 1

Geometrische Grundfigur Anzahl der Freiheitsgrade

Punkt, Gerade 2

Strahl, Kreis 3

Strecke, gleichseitiges Dreieck, Quadrat 4

Gleichschenkliges Dreieck, Rechteck, Rhombus, Ellipse 5

Allgemeines Dreieck, symmetrisches Trapez 6

Diese Tabelle zeigt, dass die ,Komplexitat' einer Figur, die man ihr gefiihlsmaEig zuord- 

net, nicht unbedingt konform geht mit der Zahl ihrer Freiheitsgrade. Eine frei orientierte 

Ellipse ist in diesem Sinne einfacher als das allgemeine Dreieck.
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Enthalt eine zusammengesetzte Figur mehrere Grundfiguren, die voneinander unab- 

hangig sind, so addieren sich deren Freiheitsgrade. Dies gilt nicht, wenn die Figuren sich 

aufeinander beziehen. Ein Quadrat beispielsweise besteht aus vier Strecken (mit je 4FG), 

namlich den vier Seiten. Deswegen hat es aber nicht 4x4FG= 16 FG, sondern nur vier. 

Ein Mehr an Freiheitsgraden ergibt sich erst dann, wenn diese vier Strecken etwa wie 

hingestreute Mikadostabchen in zufalliger Orientierung neben- oder ubereinander liegen.

Davon ausgehend lasst sich folgende Fragestellung formulieren: Wenn in der Vorzeit 

ein grohraumiges geometrisches Muster (z. B. eine Ellipse oder ein Quadrat) in einer fur 

alle damals erkennbaren Weise durch N archaologische Objekte punktweise markiert 

wurde-wie viele Punkte n < N mtissen archaologisch nachgewiesen worden sein, um 

das urspriingliche Muster zu erkennen? Oder etwas einfacher: Welche geometrischen 

Figuren (auch Zusammensetzungen daraus) sind mit den n Punkten seribserweise noch 

vertraglich, und welche nicht mehr?

Eine Beantwortung dieser Frage bezieht in gleicher Weise die Mathematik wie auch 

die menschliche Fahigkeit zur Mustererkennung mit ein. Sie ist somit nicht einfach aus 

einem ,Axiomensystem' ableitbar, sondern bedarf der Versuchsperson als Entschei- 

dungstrager. Es scheint iibrigens, dass dieser eigentlich so nahe liegenden und auch praxis- 

bezogenen Frage bisher noch nicht hinreichend Aufmerksamkeit geschenkt wurde.

Versuchsdurchfiihrung

Die Abb. 1-5 zeigen eine Sequenz zunehmend komplexerer und flachenfiillenderer 

Figuren in jeweils sechs Feldern. Diese Muster decken die in der Praxis vorkommenden 

Faile in brauchbarer Naherung ab. Die sicher zu erkennende (Ausgangs-)Figur ist stets 

rechts unten gelegen und durch die Anzahl ihrer Punkte N gekennzeichnet. Durch zufal- 

lige Wegnahme von Punkten entstanden die verbleibenden fiinf Felder -ebenfalls mit 

den jeweiligen Punktzahlen n. Das Feld jeweils links oben mit der geringsten Punktzahl 

erlaubt noch kein sicheres Erkennen. Im Einzelnen sind die folgenden Figuren darge- 

stellt oder kombiniert:

Tabelle 2

Abbildung Geometrische Figur(en) Freiheitsgrade FG

i Allgemeines Dreieck 6

2 Rechteck und Ellipse, getrennt 10

3 Ellipse, gleichschenkliges Dreieck,

zwei Strecken, durchdringend 18

4 Schachbrett (4x4 Felder)
19

5 Uberlagerung von Abb. 3 und 4
37

Will man selbst den Test zur Erkennbarkeit unvollstandiger Muster machen, so prasen- 

tiere man die Teilfelder einer Versuchsperson, wobei man zweckmafiigerweise mit dem 

Feld geringster Punktezahl beginnt und dann in Richtung ansteigender Werte fortfahrt.
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Glaubt der Teilnehmer, das Muster bei n Punkten erraten oder sogar erkannt zu haben, 

so bestimme man den Wert

Im Gegensatz zu dem stark variierenden n, das im vorliegenden Faile zwischen etwa 17 

und tiber 200 liegen kann, ist w recht konstant. Tests mit mehreren Personen ergaben 

die folgenden Zahlen der Tabelle 3.

Tabelle 3

Abbildung

2

3

4

5

2,8

2,9

3'8

4'5

> 5

Die Streuungen um die Mittelwerte w dieser Tabelle lagen zwischen 0,1 und 0,3.

Abb. 1 Allgemeines Dreieck.

10 13 17

20 23 50
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Abb. 2 Rechteck und Ellipse, getrennt.
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Abb. 3 Ellipse, gleichschenkliges Dreieck, zwei Strecken, durchdringend.
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Abb. 4 Schachbrett (4x4 Felder).
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Abb. 5 Uberlagerung von Abb. 3 und 4.
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Schlussfolgerungen

Die Abbildungen 1-4 ergeben ein mittleres w von rund 3,5. Hat man also ein Feld mit n 

Punkten und vermutet darin einige geometrische Figuren, so bestimme man gemab 

Tabelle 1 deren Freiheitsgrade FG. Unterschreitet n/FG dieses w = 3,5 deutlich, so ware 

eine solche geometrische Interpretation nicht mehr vertretbar. Man erkennt auch, dass 

der Wert von w mit der Komplexitat des Musters etwas ansteigt. Als erste Abschatzung, 

ob eine vermutete geometrische Ordnungsstruktur als Arbeitshypothese iiberhaupt 

weiterverfolgt werden sollte, ist die Zahl 3,5 aber sicher hilfreich.

Abb. 5 ist insofern lehrreich, als Punktverteilungen, die die verfiigbare Flache mehr 

oder weniger voll ausfiillen, iiberhaupt keine sinnvolle Deutung mehr erlauben (w > 5). 

Die Umrisse einfach deutbarer geometrischer Figuren sind namlich stets ,diinn' im Ver- 

gleich zur Gesamtflache, und das sollte auch bereits im Ausgangsmaterial zu erkennen 

sein. So ware es wirklich unzulassig, aus 200 recht gleichmahig verteilten Scherbenfun- 

den daraus zwei Ellipsen, ein Rechteck, drei Kreise, drei allgemeine Dreiecke und zwei 

Strecken rekonstruieren zu wollen, wie dies mit einem angenommenen w = 4 und der 

Summe der Freiheitsgrade dieser Figuren von 50 (Tabelle 1) als Rechenexempel ermit- 

telt werden kbnnte.

Ich danke Herrn Prof. Dr. L. Gerritzen von der Fakultat fur Mathematik der Ruhr-Uni- 

versitat Bochum fur hilfreiche Diskussionen.

Zusammenfassung

Fur gleichartige archaologische Funde oder Befunde in grbherer Zahl wird manchmal 

ein tibergeordnetes geometrisches Muster vermutet, das ihre Verteilung regelt. Die 

Akzeptanz derartiger Ordnungsstrukturen (siidamerikanische Geoglyphen) oder ihre 

Ablehnung (,leys' oder ,Heilige Linien' in Mitteleuropa) griindete sich bisher allerdings 

eher auf visueller Inspektion des vorgelegten Material als auf einer statistischen Ana

lyse. Die vorliegende Arbeit zeigt jedoch, dass es -zumindest bei einfachen geome- 

trischen Figuren - ein praktikables Verfahren gibt, eine vermutete Ordnungsstruktur als 

weitere Arbeitshypothese gelten zu lassen. Zu diesem Zweck klassifiziere man die ange

nommenen geometrischen Grundstrukturen gemafi Tabelle 1 und multipliziere die dort 

aufgefiihrten Freiheitsgrade (FG) mit dem Faktor 3,5. Das Ergebnis ist die notwendige 

Mindestzahl der Funde/Befunde, die diese Annahme rechtfertigt. Vermutet man bei- 

spielsweise, dass friihchristliche Kirchen eines gegebenen Areals ein recht einfaches vor- 

zeitliches Ordnungsmuster nachzeichnen, dem lediglich vier unabhangige Strecken 

zugrunde lagen, so sind mindestens 56 Kirchen notwendig, um dieses Muster zu verifi- 

zieren. Dieses Beispiel macht klar, dass der Nachweis vorzeitlicher Ordnungsstrukturen 

ein erheblich grbheres Datenmaterial erfordert als iiblicherweise angenommen. Sind die 

Muster iiberdies nicht mehr ,dimn' auf der Gesamtflache verteilt, so wird ein seribser 

Nachweis eines zugrunde liegenden Musters de facto unmoglich.
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Summary

Perceptibility of incomplete samples

For similar archaeological finds or features in larger numbers sometimes a superordina- 

ted geometric pattern is suspected which regulates their distribution. So far, the accep

tance of such principles or their rejection was based more on visual inspection of the 

presented material than on statistical analysis. The work in hand shows, however, that 

- at least for simple geometrical figures - a practicable method exists to allow a suspected 

principle to be regarded as a further working hypothesis. To this end one classifies the 

adopted basic geometric structures according to table 1 and multiplies the degrees of 

freedom (FG) listed there by the factor 3.5. The result is the required minimum number 

of finds/features which justifies this assumption. If one suspects, for example, that early 

Christian churches of a given area follow a quite simple prehistoric basic pattern merely 

founded on four independent distances, at least 56 churches are necessary to verify this 

pattern. This example shows that the detection of prehistoric principles requires sub

stantially larger data material than normally assumed. Moreover, if the patterns are not 

even 'sparsely' distributed over the total area, a serious verification of an underlying pat

tern is de facto impossible.
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