MATHEMATISCHES BEI PLATON
(Fortsetzung)*

Die Ergebnisse der Untersuchungen von Neuenschwander haben mich veranlalt zu
iiberpriifen, in welchen Sétzen der Biicher I-IV aus Euklids Elementen, von denen
die Biicher II-IV und Teile von Buch I ihrem Inhalt nach traditionell als voraristote-
lisch gelten'?!, der Terminus onpeiov in der Protasis vorkommt, um auf diese Wei-
se zu testen, ob sich die These, nach der die Griechen vor der Zeit des Aristoteles
noch nicht von Punkten im allgemeinen gesprochen haben, aufrecht erhalten 148t
Dabei ergab sich zunichst, dal der Terminus onpetov in keiner Protasis der Satze
aus den Biichern II und IV nachweisbar ist. Sie diirften daher nicht nur voreukli-
disch, sondern auch voraristotelisch sein, wihrend die Anwendung des fraglichen
Kriteriums im Falle der Biicher I und III die Gelegenheit dazu bot, frithe Sétze von
solchen zu unterscheiden, die nicht vor Aristoteles in den Text der Elemente einge-
gangen sein diirften'?.

In den soeben angefiihrten Fallen ging die These, nach der es in der griechi-
schen Mathematik vor Aristoteles keinen Terminus zur Bezeichnung fiir den ,Punkt
im allgemeinen‘ gab, als Pramisse in die Begriindung fiir die relative Datierung
einer Reihe von Sétzen aus den Biichern I-IV der Elemente ein. Wie ich im folgen-
den zeigen werde, eignet sich das oben angefiihrte Kriterium von Neuenschwander
aber auch zu einer Datierung der Termini otiyun und onueiov, wenn man dabei
auBlerdem das Proomium aus Platons Theaetet mit in Betracht zieht, das chronolo-
gisch der zweite mathematische Text ist, der von den frithen Phasen in der Entwick-
lung der griechischen Mathematik berichtet. Die dort von Platon benutzte Termino-
logie ist zwar nicht ganz prazise; aber seine Ausfithrungen, die er an der fraglichen
Stelle dem noch ganz jungen Theaetet aus Sunion in den Mund legt'?*, lassen mit
Sicherheit erkennen, daB die folgenden Begriffsbestimmungen aus Euklids Ele-
menten damals schon bekannt waren:

* Der erste Teil dieses Beitrages liegt in WJ 24, 2000, 37-64 vor.

121 Neuenschwander, Die ersten vier Biicher der Elemente Euklids (wie Anm. 120) 378
und Bartel Leendert van der Waerden, Die Pythagoreer. Religiose Bruderschaft und Schule
der Wissenschaft, Ziirich/Miinchen 1979, 337-362.

122 [ch trage hier kurz nach, daB die Sitze 1.7, 1.23 und 1.31, die in meinem Aufsatz iiber
die Indizien zur Datierung der geometrischen Termini otiypn und onpeilov als Bezeichnun-
gen fiir den ,Punkt im allgemeinen‘ auf die Zeit von Eudoxos und Aristoteles (wie
Anm. 119) versehentlich unerwahnt blieben, nacharistotelisch sind.

123 Nach dem eindeutig rekonstruierbaren Sinn der Zeilen 147C-148B aus dem
Theaetet ist das Wort dOvopig dort an einigen Stellen mit ,Quadrat’ zu iibersetzen, wahrend
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Def. X.2: Strecken sind dem Quadrat nach kommensurabel, wenn die Quadrate {iber
ihnen von derselben Flache gemessen werden. Dem Quadrat nach inkommensura-
bel sind sie dagegen, wenn fiir die Quadrate iiber ihnen keine Flache als gemeinsa-
mes MaB erzeugt werden kann'?*,

Def. X.3: Wenn man diese Voraussetzungen macht, 146t sich beweisen, dal es zu
[jelder vorgelegten Strecke der Anzahl nach unendlich [viele] kommensurable und
ebenso [der Anzahl nach unendlich viele mit ihr] inkommensurable Strecken gibt.
Von den [zuletzt genannten] sind die einen [zu der vorgelegten Strecke] nur der
Linge nach [inkommensurabel], die anderen dagegen auch dem Quadrat nach'%.

In diesen Begriffsbestimmungen ist die Methode fundiert, nach der die meisten
der fiir die Lehre aus dem X. Buch der Elemente typischen Sétze bewiesen werden;
denn die Relationen, die zwischen den jeweils untersuchten Streckenpaaren beste-
hen, werden zumeist dadurch ermittelt, da3 man {iber ihnen Quadrate errichtet, und

es an anderen Stellen mit dem Wort ,Quadratseite* wiedergegeben werden muf. Das hat zu
der Vermutung gefiihrt, daB die Geometer zur Zeit von Platon noch nicht festgelegt hatten,
welches Objekt ihrer Wissenschaft das Wort 80vaypig bezeichnen soll (s. Jens Hoyrup, Dyna-
mis, the Babylonians, and Theaetetus 147¢4-148d7, in: HM 17, 1990, 201-222). Das halte
ich jedoch fiir unwahrscheinlich; denn Platons Ausfithrungen setzen voraus, da ihm und sei-
nen Lesern wesentliche Teile der Lehre aus dem X. Buch der Elemente bekannt waren, de-
ren Formulierung eine prazise Begrifflichkeit erfordert. Statt dessen sollte man bedenken,
daB Theaetet von Platon als ein Kind vorgestellt wird (raig 148B4), das iiber erstaunliche
Einsichten in einen mathematisch keineswegs trivialen Sachverhalt verfiigt. Wenn er den jun-
gen Theaetet dieses Wissen nun auch noch more geometrico im Stile eines Archimedes
oder Euklid vortragen lieBe, wiirde der Knabe allzu erwachsen wirken. Statt dessen sprudelt
die fragliche Einsicht in den Zeilen 147C-148B aus dem jungen Theaetet in einer noch nicht
vollig ausgeformten Sprache hervor, wobei sich Platons Kunst als Schriftsteller nicht zuletzt
darin zeigt, daB seine dem genauen Wortlaut nach mathematisch nicht ganz korrekten Aus-
filhrungen von jedem verstindigen Leser automatisch korrigiert werden konnen und daher
sehr wohl zeigen, was der junge Theaetet sagen wollte.

124 Euklid, Elem. Def. X.2: e0feiar Suvdpuer cdppetpol eioty, dtov 1 an’ adidv
TETPAyOVE Td aVTd XOPie PETpTal, AGOURETpOL 8€, OTay 10i¢ Gn’ AVIDV TETPOYWDVOLS
undev evoexetal ywpiov Kovov pétpov yevésBat.

125 Euklid, Elem. Def. X.3: 100tV broxeipévoy deixvotal, 811 1fi npotedeion evBeie
brépyovoty evBeiat nAfBel Enetpol cOupeTpot T kol doOupetpot al pev pnxet pévov, ali
8¢ xal dvvaper. Diese Begriffsbestimmung geht bei Euklid mit folgender Erklarung zu En-
de: ,,Die vorgelegte Strecke werde nun expressibel (pntoc) genannt. [Dann sollen] auch die
mit dieser [Strecke] sowohl der Lénge als auch dem Quadrat nach oder [auch] nur dem Qua-
drat nach kommensurablen [Strecken] expressibel heiflen, wahrend die mit ihr inkommensu-
rablen [Strecken] irrational (&Aoyog) heiBen mogen®. Zu diesem SchluB der Def. X.3, die der
Autor der Linienschrift als bekannt voraussetzt (De lineis 968b13-23), gibt es im Proomium
des Theaetet keine Parallele. Im tibrigen sei noch betont, da die beiden letzten Sitze aus
der Def. X.3 keineswegs ein fiir allemal festlegen, welche Strecken expressibel sind. Statt
dessen sagen sie nur, welche Strecken expressibel sind, sobald man irgendeine Strecke da-
durch ausgezeichnet hat, daB sie expressibel sein soll (wihrend dieselben Strecken bei einer
anderen Wahl der die Expressibilitét festlegenden Strecke sehr wohl irrational sein kénnen).
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dann die Relationen zwischen diesen Flichenpaaren analysiert!?S. Als Platon seinen

Dialog Theaetet schrieb, diirften demnach zumindest Teile des Satzsystems aus
dem Buch X der Elemente vorgelegen haben, wahrend eine Datierung der ganzen
darin zusammengestellten Theorie, die ihrem Umfang nach ein Viertel der Elemen-
te ausmacht, auf die Zeit Platons oder gar des Theaetet aus Sunion vorschnell wire.
Zwei Definitionenfolgen, die im Anschluf3 an die Sitze X.47 und X.84 in den Text
von Buch X eingeschoben sind, sprechen dafiir, da diese Abhandlung, die nach
Ausweis der aus dem 5. Jahrhundert stammenden Fragmenta Veronensia'?’ bei
Euklid wahrscheinlich in drei Biicher zerfiel, die erst von einem spatantiken Redak-
teur des Archetypen der erhaltenen Handschriften zusammengefaBt worden sind'28,
(mindestens) einmal {iberarbeitet worden ist. Darauf konnte auch eine Notiz aus
dem sogenannten Mathematikverzeichnis des Proklos anspielen'?’, nach der Her-
motimos aus Kolophon mit seinen Lehren an Vorarbeiten des Theaetet und des
Eudoxos ankniipfte, iiber die er dabei weit hinausging. Zum andern hat P. Tannery
in seinem Aufsatz «Sur I’authenticité des axiomes d’Euclide» schon 1884 darauf
aufmerksam gemacht, daf die Elemente ein Sammelwerk sind, das aus Teiltheorien
zusammengefiigt ist, die von Euklid vor ihrer Integration in das Gesamtwerk zum
Teil nur oberflichlich aneinander angeglichen worden sind'*’, und das verweist nun
insgesamt auf eine Moglichkeit zur Priifung der These, nach der die griechischen
Geometer vor Aristoteles noch keinen Terminus zur Bezeichnung von Punkten
kannten:

Wenn Teile des X. Buchs der Elemente auf die Zeit von Theaetet zuriickgehen oder
doch zumindest voraristotelisch sind, und wenn die Termini onueiov und otiyun
erst zur Zeit des Aristoteles in die Mathematik der Griechen Eingang fanden, ist zu
erwarten, daf} es Partien aus dem X. Buch der Elemente gibt, in denen der Termi-
nus onuetov fehlt. Dabei verschirfte ich Neuenschwanders Kriterium noch dahin-
gehend, daB ich die Sitze aus Buch X der Elemente nicht nur darauthin tiberpriifte,
ob das Wort onuelov in ihrer Protasis vorkommt, sondern auch, ob es in den zuge-
horigen Beweisen benutzt wird, und das fiihrte zu folgendem Ergebnis:

126 Bartel Leendert van der Waerden, Erwachende Wissenschaft. Agyptische, babyloni-
sche und griechische Mathematik, Basel/Stuttgart 21966 ['1956; zuerst holldndisch 1950],
276-271.

127 Euclidis latine facti fragmenta Veronensia. Edidit Marius Geymonat, Milano/Varese
1964.

128 Mario Geymonat, 1 romani di fronte alla geometria greca: dallo scontro con Archi-
mede alla traduzione degli Elementi di Euclide, in: A. Martucci (ed.), Momenti e aspetti della
sopravvivenza della cultura classica in eta medioevale, Verona 1995, 3343, dort 42.

129 Proklos (wie Anm. 113) 67.20-22.

130 Pau] Tannery, Sur I’authenticité des axiomes d’Euclide, in: Bulletin des Sciences
mathématiques 8 (Serie 2), 1884, 162-175 [wiederabgedruckt in P.Tannery, Mémoires
scientifique. Publiés par J.-L. Heibert/J.G. Zeuthen. II: Sciences exactes dans 1’antiquité
1883-1898, Toulouse/Paris 1912 [ND Paris 1995], 48-63.
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Der Terminus onpelov kommt in Buch X erstmals in den Satzen X.17-18 vor. Au-
Berdem wird dort zum ersten Mal die Operation des elliptischen Anlegens einer Fla-
che an eine Strecke angewendetm, die dann erst wieder in die Beweise der Satze
X.54, X.55, X.60 und X.63 eingeht, und schlieBlich ist von Christian Marinus Tais-
bak bereits ohne jeden Riickgriff auf philologische Indizien erkannt worden, daB3 die
Sédtze X.17-18 ein spater Zusatz sind, in denen ein Inkommensurabilitatskriteriumny
ausgesprochen wird, das in Buch X der Elemente auffallend isoliert dasteht!2,

Die nichsten Sitze aus dem X. Buch, in denen der Terminus onpeiov vor-
kommt, sind das Lemma zum Satz X.41, bei dem es sich ganz offensichtlich um ei-
nen Nachtrag handelt, der den urspriinglichen unvollstindigen Beweis des
Satzes X.43 absichern sollte!®; und die Sdtze X.42-X.47, in denen es um Eindeu-
tigkeitsaussagen geht, fiir die ich nachstehend ein Beispiel anfiihre:

Satz X.42:
,,Die Binomiale 14Bt sich nur in einem Punkt in die Nomina zerlegen“,134

In diesem Satz geht es genauer um den folgenden Sachverhalt:
Eine Strecke AC werde von dem Punkt B in der Art geteilt, daB AB nicht groBer als
BC und AB mit BC nur dem Quadrat nach kommensurabel ist. Wenn E gleichfalls
ein Punkt auf AC von der Art ist, dal AE nicht groBer als EC und AE mit EC eben-
falls nur quadratisch kommensurabel ist, sind B und E gleich.

Solche Eindeutigkeitsaussagen sind im allgemeinen ein Indiz dafiir, da3 die da-
zugehorige Theorie schon weit entwickelt ist, und daher sprechen (neben dem Auf-
treten des Terminus onpueiov) auch fachinterne Griinde dafiir, daB die Sitze
X.42-X.47 eine spite Phase in der Ausarbeitung des Satzsystems aus dem Buch X
der Elemente markieren.

Den nichsten Beleg fiir das Vorkommen des Terminus onuetov im X. Buch
der Elemente, das nach der Ausgabe von Heiberg insgesamt 115 Satze enthilt, bie-
tet Satz X.55, der zum Kontext der Sitze X.17-18 gehort, von denen schon die Re-
de war. Danach kommt das Wort onueiov dann nur noch in den Sitzen X.91-X.97
und X.99-X.100 vor, wobei die Liicke in Satz X.98 auf den Schreiber des Archety-
pen der griechischen Handschriften zuriickgehen diirfte; denn im Text der von

131 Vom elliptischen Anlegen einer Fliche F an eine Strecke S spricht man, wenn man
ein mit F gleiches Parallelogramm P, das dariiber hinaus noch einem vorgelegten
Parallelogramm P” dhnlich sein soll, in der Art an S anlegt, daB ein Teil der Strecke S frei
bleibt (éAAeinewv), der zusammen mit der freien Seite des Parallelogramms P ein drittes
Parallelogramm P* bildet, das P~ dhnlich ist (s. Euklid, Elemente, Satz V1.28). In den Be-
weisen aus dem X. Buch der Elemente handelt es sich bei den fraglichen Parallelogrammen
stets um Rechtecke.

132 Christian Marinus Taisbak, Coloured Quadrangles. A Guide to the Tenth Book of
Euclid’s Elements, Kopenhagen 1982, 43.

133 Siehe Clemens Thaer, Euklid, Die Elemente. Nach Heibergs Text iibersetzt und her-
ausgegeben von C. Thaer, Darmstadt 1971 [11933-1937], 243-244 u. 458.

134 “H éx Y0 dvopdtov katd &v pdvov onpeiov Srapeiton ei¢ 16 6vépate (Buklid,
Elemente, Satz X .42).
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H.L.L. Busard edierten mittelalterlichen Ubersetzung aus dem Griechischen ins La-
teinische steht im Beweis des dort als X.99 gezihlten Satzes fiir das tetpuncbo yop
N ZM 8iya xatd o N ausfiihrlicher secetur enim recta zm in duo equa secundum
punctum n'**. Dazu sei noch erginzend angemerkt, daB die Satzgruppe X.91-
X.102 auch inhaltlich an die Sitze X.54-X.65 ankniipft'*¢, und das diirfte insgesamt
dafiir sprechen, da8 wir hier wieder einen spaten Zusatz zum alten Kern der Lehre
aus Buch X vor uns haben.

Da das Nomen onpetov nur in 18 (oder 19) der 115 Sitze aus dem X. Buch der
Elemente vorkommt, die auch nach innerfachlichen Kriterien auf eine nachtragli-
che Weiterentwicklung der darin zusammengestellten Lehre zuriickgehen, wird man
zunéchst einmal den Schluf3 ziehen diirfen, da3 wesentliche Teile dieser Theorie be-
reits vorlagen, als die griechischen Mathematiker noch nicht iiber einen Terminus
zur Bezeichnung fiir den ,Punkt im allgemeinen® verfiigten'?’. Andererseits zeigt
das Proomium aus dem Theaetet, dal die Theorie der inkommensurablen Groen
aus dem X. Buch der Elemente schon weit entwickelt gewesen sein muf, als Platon
diesen Dialog schrieb, und wie mir scheint, ist das ein starkes Indiz dafiir, dafl
otiyun und onpeiov erst zur Zeit von Aristoteles zu Fachausdriicken der Mathema-
tiker geworden sind. Darauf folgt a fortiori, da8 die Definition I.1 samt der an sie
anschlieBenden Begriffsbestimmungen 1.2, 1,5 und XI.1, in denen der Nachweis da-
fiir fundiert ist, daB sich Linien und Flachen sowie Flachen und Korper (oder gar
Linien und Korper) maB3theoretisch nicht miteinander vergleichen lassen, friihestens
auf diese Zeit zuriickgehen, und damit scheint mir hinlanglich sicher, dafl Platon in
der weiter oben ausfiihrlich diskutierten Passage aus den Nomoi auf diese damals
eben erst gelungene Entdeckung anspielt. Wie ich erldutert habe, hdngt sie nun aber
auf das engste mit der Einflihrung des Punktbegriffs in die Mathematik zusammen,
und damit steht man vor der Frage, warum Platon das damit bezeichnete Objekt der
Geometer nach dem Bericht des Aristoteles entschieden bekampfte.

Dazu sei vorab daran erinnert, da die griechischen Mathematiker ihre Wissen-
schaft spitestens seit der Zeit um 480 v.Chr. auch ohne die Vorstellung von einem
,Punkt im allgemeinen‘ erfolgreich entwickelt haben'*, und als sie ihn dann

135 Euklid, The Mediaeval Latin Translation of Euclid’s Elements made directly from
the Greek. Ed. Hubertus Lambertus Ludovicus Busard, Wiesbaden 1987.

136 Dazu verweise ich auf C. Thaer (wie Anm. 133) 461.

137 Die Verteilung der Sitze, in denen der Terminus onpeiov vorkommt, spricht dafiir,
daB die Erweiterungen der ,Urversion® des X. Buchs der Elemente, zu denen die nach den
Siatzen Sdtze X.47 und X.84 eingeschobenen Definitionen samt einiger der darin fundierten
Sédtze gehoren, bis auf die Zeit vor der Einfithrung eines Terminus zur Bezeichnung des
,Punktes im allgemeinen* zuriickgehen. Den damit zusammenhéngenden Problemen werde
ich in dieser Untersuchung jedoch nicht weiter nachgehen, und auch die Frage, welche der
Satzgruppen aus Buch X der Elemente, in denen das Wort onueiov vorkommt, auf Eudoxos
aus Knidos oder Hermotimos aus Kolophon zuriickgehen konnten, diskutiere ich hier nicht.

138 Diese Datierung verdankt man Oskar Becker, Die Lehre vom Geraden und Ungera-
den im Neunten Buch der Euklidischen Elemente (Versuch einer Wiederherstellung in der
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schlieBlich in ihre Geometrie einfiihrten, war sicherlich nicht gleich fiir jeden an der
Mathematik interessierten Griechen ersichtlich, dal diese Erweiterung des geome-
trischen Begriffsapparats notig und sinnvoll ist. Alle Punkte aus den Sitzen der frii-
hen Geometer sind ndmlich markante Stellen an Gebilden, fiir die seit jeher Eigen-
namen zur Verfiigung standen. Daraus sollte man aber nicht sofort weiter schlief3en,
daB die Griechen also doch ,schon immer von Punkten gesprochen haben; denn
Termini wie népog, kévipov oder kopven konnen in den fraglichen Sdtzen zwang-
los als Hinweise darauf verstanden werden, da3 die zugehorigen Strecken, Winkel
und Dreiecke oder Vielecke in gewissen Bereichen eine qualitative Besonderheit
aufweisen, ohne daB diese ,Bereiche* als solche deshalb auch schon als isolierbare
Objekte gedeutet werden miissen, die zum Gegenstand einer besonderen Untersu-
chung werden konnen. Das macht erklarlich, warum Platon davon ausging, da3 man
in der Geometrie ohne den Begriff des Punktes auskommen kann'?’, doch das allein
erklart nicht hinlanglich, warum er sich so entschieden gegen diese (letztlich zu-
kunftstrachtige) Neuerung wandte.

Bei meinem Versuch, eine Antwort auf die damit implizit gestellte Frage zu
finden, was ihn zu dieser ablehnenden Haltung bewogen haben konnte, gehe ich
von dem sogenannten ,Liniengleichnis® aus der Politeia aus'’. Platon erinnert sei-
ne Leser dort daran, dal die Mathematiker zu ihren fachspezifischen Einsichten oft
beim Betrachten von sinnlich wahrnehmbaren Figuren kommen, obwohl sie sich
mit ihren Sétzen durchaus nicht auf gezeichnete Figuren beziehen, ,,sondern auf das
Quadrat selbst und dessen Diagonale ..., die man nicht anders als mit dem Verstand
wahrnehmen kann“!*!. Dabei 148t der Hinweis auf ,das Quadrat selbst und dessen
Diagonale® sofort vermuten, dal Platon seine Ausfithrungen an Hand des Satzes er-
lautern wollte, nach dem die Seite und die Diagonale des Quadrats inkommensura-
bel sind, und dazu paft nun insbesondere, da3 er kurz zuvor ,,das Gerade und das
Ungerade, die [ebenen] Figuren, die drei Arten der Winkel sowie anderes damit
Verwandtes“'*? als typische Beispiele fiir die broBéceig angefiihrt hatte, aus denen
die Mathematiker ihre Sitze ableiten. Diesen brnoBéceig entsprechen in Euklids

urspriinglichen Gestalt), in: Quellen und Studien zur Geschichte der Mathematik, Astronomie
und Physik. Abt. B: Studien 3, 1936, 533-553; wieder abgedruckt in O. Becker (Hrsg.), Zur
Geschichte der griechischen Mathematik, Darmstadt 1965, 125-145.

139 Fiir die in den Nomoi erwihnte Begriindung dafiir, da8 sich Flachen (bzw. Korper)
nicht aus Linien (bzw. aus Flachen) zusammenfiigen lassen, braucht man den Punktbegriff
nicht, denn die zugehorigen Ableitungen lassen sich aus den Definitionen 1.2, 1.5 und XI.1
fundieren, die von der Def. I.1 (und damit vom Begriff des ,Punktes im allgemeinen‘) unab-
hangig sind.

140 Eine ‘ausfiihrlichere Darstellung der nachfolgend angefiihrten Deutung der unter dem
Namen ,Liniengleichnis‘ bekannten Zeilen S09C-511A aus der Politeia findet man bei H.-J.
Waschkies (wie Anm. 58) 318-326. .

141 Politeia V1 510D4-511A2.

142 Politeia V1 510C.
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Elementen namlich neben den Definitionen VII.6—7, mit denen festgelegt wird,
was unter einer geraden bzw. ungeraden Zahl verstanden werden soll, die Folge der
Definitionen 1.8-22, mit denen zunéchst der Begriff des ebenen Winkels mit seinen
drei Unterarten des rechten, des spitzen und des stumpfen Winkels eingefiihrt wird,
bevor dann die speziellen ebenen Figuren definiert werden, zu denen insbesondere
das dort ganz am Ende beschriebene Quadrat gehort. Nach der Praxis aus Euklids
Elementen und der aus einer entsprechenden Praxis extrapolierten Wissenschafts-
theorie, die Aristoteles in seinen Analytica Posteriora vortrégt143, haben die Defi-
nitionen in der Mathematik den Rang von ersten, unbeweisbaren Prinzipien. Auf3er-
dem zeigt eine Passage am Anfang des Menon, dall die Mathematiker ihre Begriffe
zur Zeit der Abfassung dieses Dialogs schon routinemaBig auf eine von Platon als
vorbildlich empfundene Weise zu definieren pflegten'*!, und wenn man schlieBlich
noch beriicksichtigt, daB Aristoteles mit seiner Wissenschaftstheorie nicht zuletzt an
Platons Menon ankniipft, auf den er gleich zu Beginn der Zweiten Analytik expres-
sis verbis verweist'*>, folgt insgesamt, daB Platons mathematisches Beispiel aus
dem Liniengleichnis vorziiglich gewéhlt ist. Die Konstruktion des Quadrats, dessen
Seite und Diagonale als inkommensurabel erwiesen werden sollen, stiitzt sich nam-
lich auf die Definition des rechten Winkels sowie des Quadrats'“, und der Beweis
fiir die Inkommensurabilitat des fraglichen Streckenpaares, der von Aristoteles im-
mer wieder mit zum Teil extrem elliptischen Formulierungen als ein Musterbeispiel
fir das mathematische Denken angefiihrt wird!'¥, weil er ihn offensichtlich fiir all-
gemein bekannt hielt, setzt voraus, da man begrifflich zwischen den geraden und
den ungeraden Zahlen zu unterscheiden weif. Dasselbe kann man mutatis mutandis
aus Platons sogenannter ,Schulstunde‘ im Menon erschlieBen'*®; denn wenn die
Leser dieses Dialogs nicht gewult hitten, daB die Seiten von Quadraten inkommen-
surabel sind, falls das eine doppelt so groB ist wie das andere, weil die Seite des

143 Siehe Anm. 104.

144 Dazu verweise ich erganzend auf H.-J. Waschkies (wie Anm. 58) 325.

145 Die einzigen Stellen, an denen Aristoteles ausdriicklich auf Platons Meno verweist,
findet man nach dem Index Aristotelicus von Hermann Bonitz (454b) in Anal. pr. II 21,
67a21 u. Anal. post. I 1 71a29.

146 Man beachte, daB Euklid die Konstruktion des Quadrats, in der man vorschnell eine
Trivialitat sehen konnte, die keiner weiteren Erwahnung bedarf, in seinem Satz 1.46 in exten-
so beschreibt. Dabei geht in die Begriindung der Losung dieses Problems mit den Worten
fixBw 0l AB e0Beia dnd 10D npdg adTii onueiov 10d A mpodg dpbig | AT der Satz .11 als
Pramisse ein, in dessen Beweis die dort fast wortlich zitierte Def. 1.10, die beschreibt, was
ein rechter Winkel ist, als Voraussetzung benutzt wird, und weiter wird dann im Beweis der
Aufgabe 1.46 von dem dort gleich am Anfang konstruierten Vierseit sukzessiv gezeigt, daB es
gleichseitig sowie rechtwinklig ist und somit nach der Def. .22 ein Quadrat sein mu8.

147 Eine Liste mit 29 Stellen aus dem Corpus Aristotelicum, an denen darauf angespielt
wird, da die Seite und die Diagonale aus ein- und demselben Quadrat inkommensurabel
sind, hat S. Maracchia zusammengestellt (Aristotele e 1’incommensurabilita, in: AHES 21,
1980, 201-228).

148 Siehe Anm. 5.
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einen dann gerade mit der Diagonalen des anderen gleich ist, fehlt Platons Beispiel
die Pointe, und damit diirfte hinldnglich klar sein, da Platon in der deduktiven Be-
griindung dafiir, daf die Seite und die Diagonale in ein- und demselben Quadrat in-
kommensurabel sind, schon ebenso wie Aristoteles ein Beispiel par excellence fiir
das Vorgehen der Mathematiker gesehen hat'*’. Dabei fillt auf, daB Platon deren
Beweisprinzipien im Liniengleichnis als broBéseig bezeichnet hat. Meiner Ansicht
nach wollte er sie auf diese Weise plakativ gegen das von ihm dort als aGvonéBetov
bezeichnete hochste Prinzip seiner eigenen philosophischen Lehre absetzen, bei
dem es sich genauer um die Idee des Guten handelt'*°. Dabei ist nimlich zu beach-
ten, daB der Terminus avurdéBetov vor Platon nicht belegt ist und bei ihm nur im
Liniengleichnis vorkommt'3!. Bei dem Wort dvunéBetov handelt es sich demnach
um einen von Platon ad hoc gepragten Kunstausdruck'>?, und daraus schlieBe ich
nun weiter, da3 er mit der Bezeichnung der von den Mathematikern seiner Zeit als
Beweisprinzipien benutzten Definitionen, die bei Aristoteles Gpot heiBen'??, als
broBéseirg exemplarisch sagen wollte, daB die Prinzipien aller Fachwissenschaften
im Vergleich mit dem hochsten Prinzip seiner eigenen Ideenlehre unbegriindete An-
nahmen sind, die erst noch in jenem avvnéBetov zu fundieren wiren. Dagegen will
Platon die fraglichen Prinzipien der Mathematik damit ganz sicher nicht fiir falsch
erklaren. Seiner Ansicht nach miissen sie allerdings erst noch kraft einer Schau des

149 Einen Bewetis fiir die Inkommensurabilitit der Seite und der Diagonale aus ein- und
demselben Quadrat, der insbesondere voraussetzt, da man mit den Definitionen der geraden
und ungeraden Zahlen vertraut ist, hat Euklid in zwei Versionen als Anhang in das X. Buch
der Elemente aufgenommen (Elem. X, Appendix 27).

150 Wie aus dem Satz adtd pév 1 mot’ €07l 1dyaBdv Edowpuev 10 vdv etvon (506D-E)
hervorgeht, wirbt Platon mit den darauf folgenden drei Bildern, die unter den Namen Son-
nengleichnis, Liniengleichnis und Hohlengleichnis bekannt sind, bei seinen Lesern um ein
Vorverstindnis fiir seine Idee des Guten.

151 Politeia 510B u. 511B.

152 Das Wort dvuné@etov ist danach in einer Passage aus der Metaphysik (IV 3,
1005b14) belegbar, in der Aristoteles die erkenntnistheoretischen Betrachtungen aus dem Li-
niengleichnis dadurch fortfiihrt (s. W.D. Ross [wie Anm. 16] I, 263), daB er die Idee des Gu-
ten durch den dort als das dvundBetov bezeichneten und zum obersten Prinzip aller Wissen-
schaften erklarten Satz vom Widerspruch ersetzt. AuBerdem findet man es bei dem von Pla-
ton (und Aristoteles) abhangigen Proklos (wie Anm. 113) 11.9, 31.13, 32.15-16 u. 75.9, der
im Kontext der drei zuerst genannten Stellen das Liniengleichnis aus der Politeia kommen-
tiert, auf das er auch in den Zeilen 75.7-10 anspielt, und schlieBlich 148t es sich der Terminus
avurdBetov noch in einem Anhang zu den Definitionen aus der Geometria des Hero Alex-
andrinus belegen (wie Anm. 80) 126.18-128.5, der nach Ansicht des Herausgebers J.L. Hei-
berg ein Exzerpt aus dem Euklid-Kommentar des Proklos (bzw. aus einer daraus exzerpierten
Sammlung von Scholien) ist (wie Anm. 80, IV), das ein Byzantiner im XI. Jahrhundert an die
Definitionen aus Heros Geometria angefiigt hat.

153 DieListe mit den Definitionen, die den Satzsystemen aus den Biichern I, II, III, TV,
V, VI, VII, X u. XI der Elemente vorangestellt sind, trugen bei Euklid selbst noch nicht den
Titel &pot. Diese Uberschrift geht auf einen spatantiken (oder gar erst byzantinischen) Kopi-
sten der Euklid-Handschriften zuriick, der sich dabei vermutlich an der Wissenschaftstheorie
des Aristoteles orientiert hat; s. H.-J. Waschkies (wie Anm. 1) 105-111.
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dvondBetov in den Rang eines unerschiitterlichen Wissens erhoben werden, das ih-
nen die erfolgreiche Anwendung beim Ableiten von Fachwissen allein nie geben
kann'**,

Konrad Gaiser hat in einem Kommentar zu einer Reihe von Platon-Stellen, zu

denen auch die Zeilen 510B-511D aus dem Liniengleichnis gehoren, darauf hinge-
wiesen, daB ein entscheidend wichtiges philosophisches Problem in der Frage liegt,
wie die von Platon als brnoB¢seig bezeichneten Prinzipien ,.ihrerseits ontologisch
{iberpriift und mit unmittelbarer Sicherheit erkannt werden konnen“!*®. Wie berech-
tigt die Frage ist, erkennt man sofort, wenn man bedenkt, da3 Aristoteles die er-
kenntnistheoretischen Betrachtungen aus dem Liniengleichnis im IV. Buch seiner
Metaphysik dadurch weiterzufiihren versucht, daf er die Idee des Guten durch den
von ihm dort als das dvornéBetov bezeichneten und zum obersten Prinzip aller Wis-
senschaften erklarten Satz vom Widerspruch ersetzt'>. Aristoteles schrieb dem Satz
vom Widerspruch in seiner Erkenntnistheorie also denselben Rang zu, den Platon
dem &vvndéBetov aus dem Liniengleichnis zugesprochen hatte, und in der Tat ist der
Satz vom Widerspruch das erste Prinzip aller logisch-deduktiv begriindeten Wissen-
schaften, weil ohne ihn in jeder solchen Theorie auch widerspriichliche Aussagen
und damit letztlich jede beliebige These vertretbar wire. Der universellen Giiltigkeit
dieses aristotelischen dvurdBetov entspricht andererseits, daB es von sich aus keine
Theorie inhaltlich festlegt. Das kann im Falle des platonischen dvuréBetov nicht
anders gewesen sein, und daher mufte es fiir Platon nahe liegen, Briicken zu finden,
die von seiner alle fachspezifischen Prinzipien bestitigenden Idee des Guten zu die-
sen hinabfiihren. Ein Hinweis darauf, da man in der Akademie in der Tat nach sol-
chen Zwischenstufen suchte, bietet die oben angefiihrte Stelle aus dem I. Buch der
Metaphysik, denn dort erklart Aristoteles:
,Da wir die Wesen aber auf Prinzipien zuriickfiihren wollen, setzen wir [fest], da3
Langen aus Kurzem und Langem [sind, also] aus etwas Kleinem und GroBem
(neydAov kol pukpdv), auBerdem [soll] eine Fliche aus Breitem und Schmalem, ein
Korper dagegen aus Tiefem und Flachem [sein]“!’.

Danach hat man im Kreis um Platon zwischen dem dvvndéBetov als dem Prin-
zip alles gesicherten Wissens und den Prinzipien der Fachwissenschaftler als ein
immer noch sehr allgemeines und hochrangiges Prinzip das péyo (bzw. peydiov)
kol wikpdv eingeschoben, unter dem dann die Begriffpaare Bpoxv xai poaxpdv,
mAdTog kol otevov sowie BdBog kai tarewvdv als erste fachspezifische Prinzipien
angesiedelt waren, und wie der Ubergang von diesen Prinzipien des spezifisch Un-

154 Diese Deutung 148t sich insbesondere durch einen Vergleich der Zeilen 511C3-D6
aus dem Liniengleichnis mit der in der Politeia wenig spater folgenden Passage 533B-C
weiter absichern.

155 Konrad Gaiser (wie Anm. 40) 468.

156 Sjehe Anm. 152.

157 Siehe Anm. 33.
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bestimmten zu den Lehren der Mathematiker erfolgen sollte, zeigt eine ebenfalls
schon angefiihrte Stelle aus der Metaphysik, an der Aristoteles erklart:

,,BEin Quantum nun ist eine Menge, wenn es abzdhlbar ist, eine GroBe ist es jedoch,
wenn es mef3bar ist. ... Von diesen [Quanta] ist die begrenzte Menge eine Zahl, die
[begrenzte] Linge aber eine Linie, die [begrenzte] Breite dagegen eine Flache, die
[begrenzte] Tiefe schlieBlich ein Korper 138,

Bei der Deutung dieser Textstelle gehe ich von den nachstehend angefiihrten
Begriffsbestimmungen aus Euklids Elementen aus, auf die Aristoteles in der Topik
anspieltlsg, und die somit auch schon zur Zeit von Platon bekannt waren:

Def. 13: Grenzen einer Linie aber sind Punkte.

Def. 16: Grenzen einer Flache dagegen sind Linien.

Def. XI2: Grenze aber eines Korpers ist eine Flache.

In diese Definitionen geht nicht ein, was durch die Punkte bzw. Linien oder Flachen
abgegrenzt wird, wenn daraus Linien, Flichen oder Korper entstehen sollen. Die
Definitionen 1.2, 1.5 und XI.1, die ich weiter oben ausfiihrlich diskutiert habe, legen
jedoch nahe, dafl die fraglichen Gebilde durch ein Begrenzen der an sich unbe-
stimmten ,Linge‘ bzw. ,Breite‘ oder ,Tiefe‘ entstehen, auf die in den soeben ge-
nannten Definitionen mit undefinierten Begriffen verwiesen wird. Nach der eben zi-
tierten Passage aus der Metaphysik ist man in der Akademie offenbar von der Vor-
stellung, die den Definitionen I 3, I 6 und XI 2 zugrunde liegt, mit einem Blick auf
die Definitionen 1.2, I.5 und XI.1 eine Stufe weiter zum Allgemeineren hin aufge-
stiegen, in dem man von den bei den Mathematikern undefiniert gelassenen Termini
Linge, Breite und Tiefe zu den noch unbestimmteren Begriffspaaren Bpoyd ol
pokpdv, tAdtog kol otevov und BébBog kol tamewdv iiberging, die ihrerseits (wie
das oAb xai OAiyov, aus dem die Zahlen hervorgehen sollten!®?), als Spezialfille
des noch allgemeineren Begriffspaars péyo kol pixpdv aufgefaBt werden konnten.
Wie man sich leicht klar macht, ist der Punkt ein geometrisches Objekt, das nicht zu
diesem Begriindungsschema paf3t, weil es bei ihnen keinen Spielraum hinsichtlich
der Bestimmtheit gibt, den ein begrenzendes Prinzip einschranken kann; denn wah-
rend es bei Linien, Flachen und Korpern sinnvoll ist, davon zu sprechen, daf} sie
durch die Eingrenzung eines an sich unbestimmten Stoffes entstehen, den sie da-
nach ,im Inneren® enthalten'®', fehlt den Punkten jeder Inhalt dieser Art, und daher

158 Siehe Anm. 108.

159 Eiol 8¢ 1dv 10100t0V Oplopdv 6 te the otypfic kod O TRe ypaupfic kod O 10D
gmnédov - mévteg yap d1a TV LoTépWV T TPdTEPO dNAODGLV: TO PEV YOp YPOUUTS, TO &
¢munédov, 10 8¢ otepeod gaot népoag eivar, Topik VI 4 141b19-22; dazu verweise ich er-
ginzend auf H.-J. Waschkies (wie Anm. 32) 300-305.

160 7y diesem Detail der akademischen Prinzipienlehre gibt es bei Euklid keine Parallel-
stelle.

161 Dem entsp‘rechen die Ausfilhrungen von Aristoteles im IV. Buch der Physik
(2, 209b6~-11), nach denen der Stoff das von der Form Umfafte und Begrenzte ist; denn Ari-
stoteles erldutert dieses Detail seiner Lehre von der YAn mit einem Hinweis darauf, daB der
Stoff zuriickbleiben wiirde, wenn man von einer Kugel die sie begrenzende Flache fortnéh-
me.
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vermute ich, dal Platon sich gegen die Aufnahme der Punkte in den Objektbereich
der Geometer wandte, weil er im Rahmen seiner Metatheorie der Mathematik nicht
ableitbar ist. Wie ich oben erlduterte, war das wihrend einer gewissen Ubergangs-
zeit nicht so abwegig, wie es heute scheinen mag, doch wie die Werke der griechi-
schen Mathematiker zeigen, hat die weitere Entwicklung der Geometrie einen ande-
ren Verlauf genommen als Platon vermutete.

Ich wollte mit meinen voranstehenden Ausfithrungen exemplarisch zeigen, da
die Auswertung der mathematisch interessanten Stellen aus den Schriften von Pla-
ton und anderen Autoren, die seine metatheoretischen Ausfiihrungen zur Mathema-
tik kommentiert oder weiter fortgefiihrt haben, eine lohnende Aufgabe ist. Im Detail
bietet die Losung der damit verbundenen Probleme groBe Schwierigkeit; aber ande-
rerseits wird die Arbeit daran sicher zu Ergebnissen fiihren, die nicht nur fiir die
Vorgeschichte der Mathematik aus Euklids Elementen, sondern auch fiir die Pla-
ton- und Aristotelesforschung von Interesse sind.

Kiel Hans-Joachim Waschkies



